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Як упорядкувати множину вимірник десяточних чисел?
(Dr Mykola Cajkovskyj: Wie kann man die Menge 
der rationalen Dezimalzahlen anordnen?)
Ґеорґ Кантор доказав, що множина звичайних, вимір­
них дробів є відчислима; порядкує він її так, що збирає в ґрупи 
всі дроби, яких сума чисельника і знаменника однакова, 
в = пі п, а потім укладає серед кождої ґрупи поодинокі дроби 
в такій черзї:
я — 1 я—2 я—3 я—к 1
12 3 к я~1
Отеє впорядковане має ту недостачу, що кождий дріб вит
ступає у множині безліч разів, раз у незведимій формі коли 
/41 •{пі, п) = 1, а потім у кождш і руш Лв як 3-
При порядкованю множини вимірних десяточних чисел 
легко можна оминути ту недогідність, яка тут іще більше за- 
ваджала би, бо-ж коли ми дроби 
вважати двома ріжними числами, то 
нпр. про числа 0.1 і 0.10, 0.100 і т. д.
В отеїй замітці переведемо доказ, що множина всіх де­
сяточних чисел є відчислима, ауладимойого так, щоби 
можна було порядкове місце кождого елементу представити як 
функцію його цифр.
1. До тої цїли всі десяточні числа — отже і цілі числа 
і десяточні дроби (т. зв. „чисті числа“ і „чисті дроби“) і врешті 
: Лпі1 — ще таки можемоЛп
не можемо того сказати
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цілі числа з десяточними місцями („мішані числа“) — ділимо 
на ґрупи відповідно до скількости цифер; під a-цифровим чи­
слом будемо розуміти або a-цифрове шле число або а-цифровий 
„чистий дріб“ або „мішане“ число, що має перед точкою й по 
точці разом а цифер.
Дальше серед одної ґрупи ділимо числа на кляси так, що 
до кляси з характеристикою (р, q) належать усї числа, які ма­
ють р цілих і q десятой них місць ; отже до першої кляси (а, о), 
належать „чисті“ числа, до останної (о, а), „чисті“ дроби, а до 
прочих а—1 кляс усї „мішані“ числа.
Супроти того упорядкованя поодиноких ґруп і кляс 
буде таке :
1. (1. 0): числа 1—9; (0,1): дроби 0'1—0'9;
II. (2, 0): числа 10—99; (1, 1): числа 1'1 до 9'9 (з виклю- 
ченєм чисел цілих, т. є. форми аф0, бо ті належать до (1, 0); 
(0, 2): дроби 01 —0'99;*
III. (3,0): числа 100—999; (2, 1): число 10'1 до 99’9; (1, 2): 
числа 1'00 до 99  (в обох разах виключені числа форми а р-0 
І а‘,50); (0, 3): дроби 0'001—0'999;
*
2. Тепер треба нам означити місце даного числа у його 
клясї.
а) . Коли се ціле число, п- цифрове, х, то воно займає міс­
це о 10—1 - 1 менче нїж його величина, бо його кляса («, о) 
зачинаєть ся від 10—\ а всї менчі числа, у скількости 10”-1, 
належать до попередніх ґруп, отже
#п, о («) = «— (10-1 — 1). (1).
Кляса (п, о) містить у собі 9. 10111 елементів, бо зачина­
єть ся числом 10—\ а кінчаєть ся на 10п — 1.
б) . Коли ?г-цифрове число х є „чистим“ дробом, тоді fioro 
місце є:
■V,,.. = (2).
де (х) означає ціле число, яке одержимо, коли в дробі х 
скасуємо десяточну точку, а Ех — символь Лєжандра — озна­
чує найбільше ціле число, що містить ся у дробі а дд 1.
Формулку (2). легко доказати. Іменно, коли випишемо всї 
дроби з п цифрами, починаючи з 0'00... 01, то до кляси (о, п) 
(уущтъ належати тільки ті, іцо не закінчені нулею, отяіє всї 
дроби з кінцевою нулею треба викинути, а є їх як раз стільки, 
скільки десяток містить ся у числї (ir).
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Кляса (о, п) містить у собі, так само як і (п, о), 9. Ю* 1”1. 
елементів.
в). Колп ж урештї «-цифрове мішане число х мао п— 
цілих, а 7 дробових місць, то
у„_,,, (Ї) = _ Е ф - (10- ■ -1). (3).
Тут іменно треба — в порівнаню до клясп (о, «) виклю­
чити число всїх попередніх ґруп. А саме, кожду з кляс («—г, г) 
одержимо, коли в усіх числах клясп (о, н) точку пересунемо 
о г місць на право. Через те числа, що їх перші цифри були 
нулями, мати муть менчу скількість цифер, бо при ІіересунеНЮ' 
точки на право мати ме значіне тільки одна нуля, що стоїть 
перед точкою; так нпр. переходячи з (0,3) до (2, 1) і (1, 2) му­
симо відкинути числа, що повстали з дробів 0-001 — 0 099, а є 
їх усїх 99 = 103 — 1.
Взагалі усунемо тут стільки елементів, скільки їх містить- 
ся у клясах від (0, 1) до (0, п — 1) вкл., т. є 10 і4 —1.
Кожда з мішаних «-цифрових кляс містить у собі 9 і еле­
ментів.
Формулки (1) — (3) можемо легко зібрати в одну при по­
мочи функції #(а), яку схарактеризуємо так:
# (о)= о, г> (а) = — 1 для а > о;
тоді буде загально;
Еп-г, Г (х) = (х) + »(г). Е ® + »(я-г).(10->-1). (І)..
3. Знаючи місце кожного елементу в нутрі Ного кляси, мо­
жемо легко обчислити місце даного числа у цілій множині.
Нехаіі число х належить до кляси (/>, #), т. є мав р цифер- 
перед точкою і д по точці. Тодї для означеня його місця у мно­
жині мусимо знати:
а) скількість елементів, що містять ся у всіх попередніх.' 
р 'гд—1 ґрупах разом;
б) скількість елементів кляс, які стоять у дотичній ґрупі 
перед даною клясою: (рф(/, о), (р+д—1, 1),..., (/>-1-1, д—1);
в) місце числа х у клясї (р, д).
Сума тих трьох чисел дасть бажане місце числа х у мпо- 
жннї; назначимо його 91 (х).
а) Для означеня скількости елементів попередніх ґруп 
зважмо, що в кождій цифровій ґрупі є (/¿+1) кляс; з того 
дві скрайні — одна відповідає чистим числам, друга чистим 
дробам — мають по 9.10к-1 елементів, а (А—1) прочих, що від­
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повідають мішаним числам, 'по 9к елементів. Загалом отже /¿-ци­
фрова ґрупа має
7; 2. 9.10к—1 Ч— (¿"-1). 9к
елементів, а всї ґрупп разом, від 1-ої до к— тої включно: 
т яі—1 т—1
&н = 2 Т*  —2.9. 210,' + 92’ 2 Л’ 9*-1
„ _ (ях — п — 1) Х»+1
“ (X-їр~
**) Сума у скобці є подільна на 8а, бо 9* 8>І+1 (mod 82), 
отже (8тп — 9). 9т-1 4- 1 О (mod 8а); отже Sm є дійсно ціле 
число.
¿■=1 ¿-=0 Л=О
„ 10 я*-1 (8 т—9). 9т“1 + 1 *)-елементів. Перша сума в —д—, друга 1-------- ,
отже загалом: 9 2
5т = 2 (іо«»— 1)+-^ [(8т-9). о«»“1 -н 1].**) (4).
о"
6). Коли число х не належить до клясп (т, о), мусимо об­
числити скількість місць усїх попередніх кляс аж до (т—г+1, 
.х— 1) вкл., де г — 1 < т. Тодї до 5 т треба домислити
2т—= 9.10»' -’■ (?■—1). 9™: (5).
коли х є чистим дробом, мати мемо додати
2<>. т = 9. 10 ”’“1 4- т. 9»: (5а).
коли воно ціле, оте я сума відпаде, отже треба покласти 
.для г = о
Х>. о — 0 (об).
Щоби й ті три формулкп зєдинитн. приймім, що
_ЇШ_Г)Г = 9.10"‘1 — (г-1).9 «.а'(г), (И).
де ¿К(г) здефінїоване рівнанями:
/ 10\,п—1(о) = ( -ц- ) > &’(а) = - 1 для а о.
\ У '
Загалом є отже:
9Ї (ж) = + 7—1 + 2р, д у (ж). (6).
Формулка (4), (І) і (II) подають величини 5, Л" і 2 одно­
значно, отже наша, множина впорядкована однозначно і то так, 
що місце кождого елементу в нїй подане як функція його цифер.
Ряд 5п-= 1+2х +Зх2н-----4-пжп-1 є похідною ряду о»=
+ ж а_|_. 4-х«, отже його сума похідною суми о» =
91Табельна чисел Tw і 8т:
)Н 7 т SM
1 18 182 263 279ц 3.25« 3.5374 37.683 41.2205 416.196 457.416б 2,095-245 2,542.661
INHALT.Es wird der Beweis erbracht, daß die Menge aller rationalen Dczimalzahlen —-■ ganze Zahlen und echte Dezimalbrüche einbe­griffen — abzählbar Ist. Hiebei werden alle A-stelligen Zahlen in Gruppen zu.sammcngefaßt und jede der Gruppen in (A-f-l) Klas­sen derart eingeteilt, daß zur ersten Klasse (A, o) ganze, A - stel- lige Zahlen, zur zweiten (A—1, 1) Zahlen mit (A—1) ganzen und. 1 Dezimalstelle, ..., endlich zur letzten (o, A) echte Dezimalbrü- che gehören. Nun kann man aber auch, die Stelle, die ein gegebe­nes Element inmitten der ganzen Menge ein nimmt, auch als b unk- tion des Ziffern des Elements angeben; das geschieht mit Hilfe der Formeln (4), (I), (111) und (ß).
